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A la suite des travaux de Lebesgue, Hausdorff a prouve la non-existence d’une mesure 
positive, non nulle, invariante, denombrablement additive sur toutes les parties bornees de 
OX” (n 2 1); il n’existe pas de mesure positive, non nulle, invariante, ayant la propriett de 
I’additivite tinie sur W (n z 3). Par contre, Banach a produit des mesures de ce demier type 
dans les cas n = 1,2. L’interpretation du phenomtne a ete donnee par von Neumann dans le 
cadre des groupes moyennables. Ruziewicz a souleve le probltme de l’unicite de l’integrale 
de Lebesgue. 8 1986 Academic Press, Inc. 
After Lebesgue’s measure had been defined, Hausdorff showed the nonexistence of posi- 
tive, nontrivial, invariant, completely additive measures over all subsets of W (n =‘ 1); there 
does not exist a positive, nontrivial, invariant, finitely additive measure on R* (n 2 3) either. 
Banach produced a measure of the latter type for the cases n = 1, 2. Von Neumann 
furnished an interpretation of the phenomenon in the framework of amenable groups. Ru- 
ziewicz raised the problem of the uniqueness of Lebesgue’s measure. o 1986 Academic PRSS, 
Inc. 
Nachdem das Lebesguesche Ma8 definiert worden war, zeigte Hausdotff, da13 kein posi- 
tives, nicht triviales, invariantes Ma8 auf allen Teilen von R” (n 2 1) besteht, das vollstandig 
add&iv ist; es gibt such kein positives, nicht triviales, invariantes, endlich additives Ma8 fur 
R” (n B 3). Banach gab ein Ma8 vom zweiten Typus fur die Fllle n = 1,2 an. Von Neumann 
erlauterte das Phanomen im Rahmen der mittelbaren Gruppen. Ruziewicz stellte die Frage 
nach der Eindeutigkeit des Lebesgueschen Mal3es. o 1986 Academic PBS. IW. 
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En 1899, une premiere contribution a la theorie de la mesure invariante est 
apportee par Lebesgue qui decrit le probleme de la maniere suivante: 
Faire correspondre a chaque surface un nombre appelt aire de facon que deux surfaces 
Bgales aient des aires egales et que la surface formee par la reunion d’un nombre fini ou infini 
de surfaces, ayant des portions de front&e communes et n’empietant pas les unes sur les 
autres, ait pour aire la somme des aires des surfaces correspondantes. [Lebesgue 1899, 8701 
Un long processus ulterieur conduit a la determination et a l’etude de mesures 
generales ayant ces proprietes de l’additivite finie ou de l’additivite denombrable 
et qui restent invariantes par des translations, des deplacements euclidiens, des 
groupes de transformation. 
INTRODUCTION 
La condition d’integrabilite de Riemann pour une fonction numerique f sur un 
intervalle Z exprime que, quel que soit (Y > 0, Z admet une subdivision telle que la 
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somme des longueurs des intervalles partiels, sur lesquels l’oscillation de f de- 
passe (Y, soit arbitrairement petite. Des fonctions admettant un ensemble partout 
dense de points de discontinuite sont integrables en ce sens. Ainsi est suggeree 
1’idCe de mesure pour l’ensemble des points de discontinuite; mais la notion 
feconde et commode n’a emerge que trente ans plus tard [Bourbaki 1960,249]. En 
1898, Bore1 dClinit la mesure d’un ensemble ouvert borne de ‘R comme Ctant la 
somme (finie ou denombrable) des longueurs des intervalles ouverts qui en sont 
les composantes connexes [Bore1 18981. La nouveaute consiste a approcher 
l’ouvert par l’interieur au lieu de l’enfermer dans une reunion finie d’intervalles. 
Pour les ensembles (boreliens) qu’on obtient a partir des ensembles ouverts en 
it&ant indkfiniment les operations de reunion denombrable et de difference d’en- 
sembles une propriCtC d’additivite complete est definie: Si (A,) est une suite d’en- 
sembles boreliens deux a deux disjoints dont la reunion est bornee, alors la mesure 
de cette dernibre est la somme des mesures des differentes parties. Bore1 notera 
plus tard que dbs 1894 il a consider-e pour la premiere fois implicitement la notion 
d’ensemble de mesure nulle: un ensemble de points sur une droite est dit de 
mesure nulle s’il peut Ctre enferme dans un nombre fini ou infini d’intervalles dont 
la somme des longueurs est inferieure a tout nombre don& a l’avance [Bore1 1912; 
Dugac 1978; Dieudonne 19781. 
Dans sa these de 1902, Lebesgue formule le probleme de la mesure dans l’es- 
pace de dimension finie: 
Nous nous proposons d’attacher g chaque ensemble born6 sa mesure satisfaisant aux 
conditions suivantes: 
I”. I1 existe des ensembles dont la mesure n’est pas nulle. 
2”. Deux ensembles Cgaux [i.e., en dkplacant I’un d’eux, on peut les amener g coincider] 
ont m&me mesure. 
3”. La mesure de la somme d’un nombre fini ou d’une infinitk denombrable d’ensembles, 
fans Points communs, deux h deux, est la somme des mesures de ces ensembles. 
NOW ne resoudrons ce problbme de la mesure que pour Ies ensembles que nous appel- 
lerons mesurables. [Lebesgue 1902, 235-2361 
En 1904, dans son livre celebre “Le9ons sur I’integration et la recherche des 
fonctions primitives,” Lebesgue met plutot l’accent sur la dktermination d’une 
intCgraIe invariante. 11 fixe les conditions suivantes pour son intCgrale concernant 
les fonctions bornees a valeurs reelles dCfinies sur la droite: 
(1) Quels que soient a, b, h, on a s,” f(x) dx = ~~~~ f(x - h) dx; 
(2) quels que soient a, b, c, on a If: f(x) dx + & f(x) dx + s: f(x) dx = 0; 
(3) .i-,” [f(x) + d.4 dx = s,” f(x) dx + .f,” (o(x) dx; 
(4) si f 2 0 et b 2 a, alors sf: f(x) dx 2 0; 
(5)$,1dx= 1; 
(6) si&(x) tend en croissant vers f(x), I’intCgrale de.&(x) tend vers celle def(x) 
[Lebesgue 19041. 
Alors que les cinq premieres conditions sont inddpendantes l’une de l’autre, 
Lebesgue se demande si la six&me l’est aussi. I1 note que jt 1 dx = b - a et que si 
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f(x) est comprise entre 1 et L, l’integrale defsur (a$) est comprise entre I(b) - a) et 
Ub - a) (theoreme de la moyenne). Lebesgue observe que toute fonction in- 
tegrable au sens de Riemann admet les proprietes (l)-(6) et que l’integrale de 
Riemann constitue la seule solution du problbme dans ce cas. 11 qualifie l’in- 
tegration de Riemann de definition constructive et la recherche des fonctions 
primitives verifiant les conditions (l)-(6) de definition descriptive. 
Constatant qu’il suflit de considerer des fonctions caracteristiques, Lebesgue 
rambne le problbme a la determination, pour toute partie bornee E de la droite, 
d’un nombre m(E) L 0, appele mesure de E, satisfaisant aux conditions suivantes: 
(1’) Deux ensembles Cgaux (i.e., pouvant Ctre amen& a coincidence par le 
deplacement de l’un d’eux) ont mQme mesure [la mesure est invariante]; 
(2’) la reunion d’un nombre fini ou d’une infinite denombrable de parties deux a 
deux disjointes admet pour mesure la somme des mesures de ces parties [la 
mesure a la propriete de l’additivite denombrable]; 
(3’) la mesure de (0,l) est 1. 
Dans cette formulation (3’) remplace (5), (2’) provient de (3) et (6), (1’) est (1). 
Lebesgue va definir un ensemble mesurable en adjoignant a un ensemble borelien 
un ensemble de mesure nulle. Si Q < b, la mesure de l’intervalle correspondant est 
b - a. Si E est un ensemble borne quelconque, il est enferme dans un nombre fini 
ou une infinite denombrable d’intervalles; l’ensemble des fongueurs de ces inter- 
valles admet une borne inferieure appelee mesure exterieure m,(E) de E. D’autre 
part, pour un segment A contenant E, m(A) - m,(A\E) est la mesure interieure 
mi(E) de E. Au cas ou mi(E) = m,(E), la partie E est dite mesurable et la valeur 
commune, dite mesure m(E) de E, verifie (I’), (2’) (3’). Les parties mesurables au 
sens de Bore1 sont mesurables au sens de Lebesgue. Cependant, la nouvelle classe 
est plus vaste puisqu’elle est stable par passage a la reunion d’une infinite denom- 
brable de parties mesurables et aussi a l’intersection d’une famille denombrable de 
parties mesurables. 
En 1905, Vitali prouve, via l’axiome du choix, l’existence d’un ensemble non 
mesurable au sens de Lebesgue. Plus gCn&alement, il demontre la non-existence 
d’une mesure p positive, denombrablement additive, invariante par translations, 
sur toutes les parties bomees de la droite reelle telle que /~([O,ll) = 1 [Vitali 19051. 
A cet effet, il suppose qu’il existe une telle mesure. Pour x E [w, soit A, = {x + b : b 
E Q}. Dans chaque A, n [O,t] distinct il choisit pX. Soit GO l’ensemble de ces 
points. Les parties G4 = {q. + q : qo E Go}, oil q E Q, admettent toutes la mQme 
mesure et z:b2 p(G,,-,) zz p([O,l]) = 1. Done p(G,) = 0 pour tout q E Q et p(R) = 
0; on aboutit a une contradiction 111. 
LE PARADOXE DE HAUSDORFF, BANACH, ET TARSKI 
En 1914, Hausdorff formule le probleme de Lebesgue dans W (n 2 1) comme 
&ant la determination d’une fonction m definie sur toutes les parties bomees de 
R” et a valeurs dans R+ , qui a les proprietes (l’), (2’) et est normalisee sur le cube 
unite de W [Hausdorff 19141. 11 appeUe deux parties congruentes si elles sont 
superposables par des translations et des rotations. Modifiant la demonstration de 
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Vitali, il prouve que le probleme n’admet pas de solution pour n = 1, done a 
fortiori pour n > 1. 
A cet effet, il identifie l’intervalle [0, 11 au cercle de rayon 1/27r. (a) Pour 0 < CY 
< 1, soient A0 une partie du cercle et soit Al la partie en deduite par la rotation 
d’angle CY. Notons B0 [resp. Co] la partie de A0 determinCe par les angles PO [resp. 
ro] tels que 0 4 PO < 1 - N [I - CY 5 y0 < 11; notons B, [resp. C,] la partie de A, 
determinCe par les angles p, [resp. -y,] tels que (Y 9 /3, < 1 [resp. 0 5 yI < a]. Alors 
A0 = B. U C,, Al = C, U Br , B0 et B, sont congruentes. Co et Cr sont congruentes. 
Par consequent, A0 et A, admettent la meme mesure. (b) Si (Y E ]O.l[ est irration- 
nel, ?I tout point x du cercle on associe P, = {X + ka: k E Z}; les parties P., sont 
toutes denombrables et forment une partition du cercle. Soit A,, un systeme de 
representants de ces parties et soit A, = {z + mu : z E Ao}, n E Z. D’apres (a), les 
parties A,, qui sont deux a deux disjointes, ont toutes la meme mesure non nulle. 
S’il existait une solution m, on devrait avoir 1 2 xy=r m(AJ = n m(Ao) quel que 
soit 12 E N*. 
Hausdorff envisage alors le problbme de trouver une fonction m define sur 
toutes les parties bornees de R” (n ZT I), a valeurs dans R, , verifiant les proprietes 
suivantes: 
m(El) = m(E2) si El et E2 sont congruentes; 
m(El U Ez) = m(EJ + m(E2) si Et et El sont disjointes [additivite finie]; 
m(Eo) = 1 pour une partie E. specifique. 
11 demontre que ce probleme n’a pas de solution pour n = 3, done a fortiori pour 
12 > 3. 11 choisit pour E. la sphere unite S2 de iw3 et determine une partition 
{A,B,C,D} de Sz, ou D est denombrable, A, B, C peuvent Ctre superposes par une 
rotation de 180”. L’existence d’une solution m exigerait que m(D) = 0, m(S2) = I, 
m(A)= m(B)= m(C)= &-et 2m(B)= m(B U C) = m(A)= 2. 
Le dernier resultat de Hausdorff est invoque comme argument contre l’utilisa- 
tion de l’axiome du choix, notamment par Bore1 qui est le premier a parler de 
paradoxe a ce sujet [Bore1 19141. 
Banach reprend le sujet en 1923 [Banach 19231; il fait aussi &at d’une question 
qui lui a CtC soumise par Ruziewicz: Existe-t-i1 une mesure positive, non nulle, 
invariante, ayant la propriete de l’additivite finie, differente de la mesure de 
Lebesgue, mais definie sur toutes les parties de Iw” qui sont mesurables au sens de 
Lebesgue? Banach arrive a donner une solution pour le probleme de Hausdorff 
dans les cas II = 1, 2: 11 existe une forme lineaire positive, non nulle, invariante, 
qui prolonge l’inttgrale de Riemann, mais non necessairement l’integrale de Le- 
besgue. C’est dire que (6) est independante de (l)-(5). Banach repond aussi affir- 
mativement a la question de Ruziewicz dans les cas 12 = 1, 2. 
Voici les &apes de la demonstration de Banach pour n = 1. Une fonction reellef 
definie sur le cercle de rayon 1/25~ est dite Cquivalente B 0 si, quel que soit E > 0, il 
existe a;, . . . , a,, E [w tels que (lln)]Cy=, f(x + ai)l < E pour tout x E [w. Ainsi on 
definit une relation d’equivalence qui est compatible avec I’addition et aussi avec 
la multiplication par les reels. La classe d’equivalence d’une fonction est appelte 
hyperfonction. La fonctionfest dite positive s’il existe c’ > 0 et al, . . . , a, E IR 
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tels que (l/n)~~=, f(lc + aij L c pour tout x E R. On obtient ainsi une relation 
d’ordre < pour l’ensemble des hyperfonctions. Le celebre theoreme d’extension 
de Banach prend deux formes: Si R est un espace vectoriel d’hyperfonctions et F 
est une hyperfonction n’appartenant pas a n telle qu’il existe deux hyperfonctions 
Fr , F2 de R pour lesquelles F, < F < F2, alors toute forme lineaire positive definie 
sur R se prolonge en une forme lineaire positive sur le sowespace vectoriel 
engendre par fi et F. Si un sous-espace vectoriel LR d’hyperfonctions contient la 
fonction 1, toute forme lineaire positive sur R se prolonge en une forme lineaire 
positive sur tout l’espace vectoriel des hyperfonctions. Une fonction f integrable 
au sens de Riemann est equivalent a la fonction constante de valeur j: f(x) dx 
puisque l’expression (lln)Z:k”=, f(x + k/n) converge uniformement vers JA f(x) dx 
quand II tend vers ~0. Soit p la fonction caracteristique d’un ensemble E de mesure 
de Lebesgue nulle pour lequel le complementaire est un ensemble de premiere 
categoric de Baire; I’integrale de Lebesgue de p est nulle. Faisant usage des 
criteres d’extension, Banach peut montrer qu’il existe une forme lineaire Q> sur 
l’espace vectoriel de toutes les fonctions bornees definies sur le cercle qui est 
invariante par les translations et les inversions et telle que a(f) = ji f(x) dx pour 
toute fonction f integrable au sens de Lebesgue. II obtient aussi une telle forme 
lineaire invariante ne coi’ncidant pas avec I’integrale de Lebesgue en partant de la 
forme lineaire a0 definie par aO(f + ap) = Z(f) + (Y pour toute fonction f 
integrable au sens de Riemann, Z designant l’integrale de Riemann; a0 prolonge 
l’integrale de Riemann. Par consequent, il existe une mesure positive normalisee, 
definie sur toutes les parties bornees du cercle qui a la propriete de I’additivite 
finie, est invariante par isometrics et ne prolonge pas la mesure de Lebesgue. 
Banach transpose ce rtsultat a la dimension 2 en rep&ant les points du cercle de 
rayon 1/27r centre a I’origine des axes de coordonnees rectangulaires a I’aide des 
angles au centre. 
Ainsi, pour n = 1, 2, [w” ne peut admettre des decompositions a la Hausdorff. 
Tarski dit que les sous- ensembles A et B de I@ sont equivalents par decomposi- 
tion s’ils peuvent Ctre decomposes en le meme nombre fini de parties respective- 
ment congruentes [Tarski 19241. Utilisant les resultats de Banach, il demontre que 
deux sous-ensembles born& de (w* sont equivalents par decomposition si et seule- 
ment si les aires en sont egales. I1 generalise de cette facon un resultat de la 
geometric elementaire appele axiome de de Zolt: Deux polygones arbitraires, dont 
l’un est contenu dans l’autre, ne sont jamais equivalents par decomposition. Dans 
un travail Ccrit en commun, Banach et Tarski definissent les equivalences par 
decomposition finie et decomposition denombrable dans Iw” (n E N*) [Banach et 
Tarski 19241. S’appuyant sur des resultats de Vitali [1905], Hausdorff [1914], 
Banach [1923] et, en particulier, l’axiome du choix, ils font &at de la situation 
suivante: “Dans un espace euclidien B II 1 3 dimensions deux ensembles arbi- 
traires, born& et contenant des points interieurs (par exemple deux spheres Q 
rayons differents), sont equivalents par decomposition finie. Un theoreme ana- 
logue subsiste pour les ensembles situ& sur la surface dune sphere; mais le 
theoreme correspondant concernant l’espace euclidien a 1 ou 2 dimensions est 
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faux. D’autre part, dans un espace euctidien a n 2 I dimensions deux ensembles 
arbitraires (born& ou non) contenant des points interieurs sont equivalents par 
decomposition denombrable.” Le premier phenomene est connu sous le nom de 
paradoxe de Hausdorff, Banach, et Tarski. La demonstration generale concernant 
le cas d’un ensemble borne a interieur non vide est due en fait B Tarski [Moore 
1982, 2851. 
L’INTERPRBTATION DE VON NEUMANN 
En 1929, von Neumann se rend compte que l’origine du phenomene n’est pas 
due a une difference de la nature des espaces euclidiens, mais a une difference de 
la nature des groupes d’isometries correspondants [von Neumann 19291. Exami- 
nant de p&s la demonstration de Hausdorlf, il constate que, pour IZ 2 3, le groupe 
des rotations contient le groupe libre a 2 generateurs, alors que tel n’est pas le cas 
pour it = 2. Plus generalement, il considere I’action d’un groupe G operant sur un 
ensemble S et s’interesse au probleme qui consiste a trouver sur S une mesure 
positive, non nulle, ayant la propriete de l’additivite finie, normalisee sur une 
par-tie A de S et qui est invariante sous l’action de G. I1 se rend compte que la 
question concernant le triplet (G,S,A) peut Ctre traitee essentiellement si on se 
borne & Ctudier (G,G,G). II note que, pour S = R3, le probleme admet une solution 
si, au lieu de considerer le groupe des isometrics, on fait operer uniquement le 
groupe (abelien) des translations. Au cas oti S = W, le probleme est impossible si 
on fait operer le groupe des transformations definies par 
xf = a1 + UllXl + U12X2, 
xl = u2 + @1X1 + 42x2, 
Oh 
a11 a12 I 1 = 1; a21 a22 
ce groupe contient le groupe libre a 2 generateurs. Von Neumann Ctablit que, pour 
un groupe G verifiant (G,G,G), le triplet (G,S,A) admet une solution si et seule- 
ment s’il n’existe pas de nombres (~1, . . . , CX,~ E R et d’elements xl, . . . , x,,, de 
G tels que (~1 + . . . + a, > 0 et sup ((~1 lxlA + . . . + (Y, IX&) 5 0. Cette 
condition est toujours remplie si A = S et aussi si S = W, A est le cube unite de Iw” 
et tout t%ment de G transorme le cube unite en une partie mesurable de mesure 1. 
Ainsi, pour von Neumann, le probleme devient celui de chercher, pour un groupe 
G, une forme lineaire M sur l’espace vectoriel ‘Z&G) des fonctions bornees definies 
sur G telles que 
(1) M(f) 2 0 sifE B(G),fr 0, 
(2) M(lG) = 1 
[Ces proprietes experiment que M est une moyenne] et 
(3) M(J) = M(f) quels que soientfE 53(G), a E G, oti J(X) = f(ux), x E G; 
M est une moyenne invariante B gauche. Les groupes ayant une moyenne inva- 
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riante a gauche sont dits “megbar” par von Neumann. Les groupes abeliens et, 
plus generalement, les groupes resolubles, mais aussi les groupes finis appartien- 
nent a cette classe. Pius tard, on s’apercevra que cette classe peut Ctre caracteri- 
see par un grand nombre de proprietes Cquivalentes. Folner les appellera “groups 
with full Banach mean value” et les caracterisera par la condition suivante: Pour 
toute partie finie non vide F du groupe G et tout E < 0, il existe une pat-tie finie I/ 
non vide telle que card (V A XV) < E card U quel que soit x E F [Folner 19551. Day 
introduira la denomination “amenable groups” pour ces groupes dits aussi 
moyennables [Day 19491. 
MESURES INVARIANTES EN ANALYSE HARMONIQUE 
Alors que chez Lebesgue la notion de mesure est un outil technique auxiliaire, 
elle commence a prendre le pas sur celle de l’integrale chez Caratheodory [I9181 
et Bourbaki de dire: “Depuis lors, les auteurs qui ont trait6 d’integration se sont 
partages entre ces deux points de vue, non saris entrer dans des debats qui ont fait 
couler beaucoup d’encre sinon beaucoup de sang . . .” [Bourbaki 1960, 2581. 
Cependant, les reels progrbs de la theorie de l’integration vont se produire grace 
aux nombreuses applications. Alors qu’une integrale invariante a deja CtC Ctudiee 
sur des groupes particuliers SO(n), O(n), U(n) et, par Peter et Weyl, sur le 
groupe de Lie compact genCral [Peter et Weyl 19271, un pas decisif dans l’essor de 
l’analyse harmonique abstraite est accompli en 1933 par Haar qui demontre I’exis- 
tence dune mesure positive, non nulle, completement additive, invariante a 
gauche sur tout groupe localement compact a base denombrable d’ouverts [Haar 
19331. Von Neumann indique que cette mesure est bornee si et seulement si le 
groupe est compact [von Neumann 19331. Von Neumann prouve l’existence et 
I’unicite (a un facteur multiplicatif prbs) d’une telle mesure pour tout groupe 
compact [von Neumann 1934a]; il Ctablit aussi I’unicite dans le cas considere par 
Haar [von Neumann 19361. En 1941, Weil donne une demonstration de l’existence 
et de l’unicite (a un facteur multiplicatif prbs) d’une mesure de Haar pour tout 
groupe topologique localement compact [Weil 19411. Cette mesure est la generali- 
sation de la mesure de Lebesgue; les parties boreliennes du groupe localement 
compact sont mesurables pour la mesure de Haar. 
En vue de simplifier la construction de la mesure de Haar sur les groupes 
compacts, von Neumann a l’idee de considerer les fonctions presque periodiques 
[von Neumann 1934b]; sur Iw la theorie de ces fonctions a CtC inauguree par Bohr 
en 1924-1945 et exposee systematiquement en 1932 [Bohr 19321. La fonction 
reelle f definie sur le groupe G est dite presque periodique si, pour tout E > 0, il 
existe une partition {A,, . . . , A,,} de G telle que, quels que soient, X, y E Ai (i = 
1 * * 7 m), c E G, d E G, on ait (f(cxd) - f(cyd)] < E. Si f est presque 
periodique, on peut determiner M(f) E R tel que, pour tout E > 0, il existe al, 
. . . ) a, E G pour lesquels ]M(f) - (l/n) Xy=, f(caid)l < E quels que soient c, d 
E G. L’applicationf++ M(f) est I’unique moyenne invariante sur I’espace des 
fonctions presque periodiques; dans le cas particulier considere par Bohr on a 
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M(f) = limr,, (l/273 ST, f(.w) dx. Weil precise le lien existant entre I’espace des 
fonctions presque periodiques sur un groupe topologique G et I’espace des fonc- 
tions continues sur un groupe compact; a G peut Ctre associe un groupe compact 
K et un homomorphisme continu h de G sur un sous-groupe dense de K; une 
fonction f definie sur G est presque periodique si et seulement s’il existe une 
fonction continue g sur K telle quef = R 0 h [Weil 19411. La moyenne invariante 
sur l’espace des fonctions presque periodiques definies sur G correspond a l’inte- 
grale de Haar normalisee sur le compactit% K. 
MOYENNES INVARIANTES ET MESURES INVARIANTES 
On s’est interesse a l’existence de moyennes invariantes sur des espaces de 
fonctions plus grands que celui des fonctions presque periodiques, notamment au 
cas ou le groupe localement compact consider-e n’est pas necessairement discret, 
par exemple les espaces des fonctions essentiellement bornees, des fonctions 
continues hordes, des fonctions uniformement continues bornees. L’unification 
de ces theories est realisee quand, combinant plusieurs resultats partiels, Green- 
leaf peut definir et caracteriser la moyennabilite du groupe localement compact G 
en Ctablissant l’equivalence de I’existence de moyennes invariantes pour l’espace 
des fonctions essentiellement bornees et I’espace des fonctions uniformement 
continues bornees; la moyennabilite est aussi d&rite par I’existence, sur I’un de 
ces espaces X, d’une moyenne M qui est topologiquement invariante, i.e., M((o * 
f) = M(f) quels que soient f E X, cp E L’ (G), cp z 0, s cp = I, ou * dtsigne le 
produit de convolution defini par cp *f(x) = Jcp(y)f(y-‘x) dy, pour presque tout x 
E G [Greenleaf I9691 [2]. 
La translation dans le groupe G donne lieu a une action du groupe sur I’espace 
X; cette action peut Ctre transposee en une operation de G sur le dual de X. Ainsi 
l’existence d’une moyenne invariante se traduit par l’existence d’un point fixe 
dans l’ensemble convexe des moyennes sur X. Plus generalement, la moyennabi- 
lite du groupe localement compact G se caracterise par une propriete de point fixe 
universelle: Chaque fois que G opbre contimiment et affinement sur une par-tie 
compacte convexe d’un espace localement convexe &pare, cette pat-tie admet un 
point fixe pour l’action de G. Le cas discret et aussi celui des semigroupes discrets 
sont CtudiCs par Day [ 19571; Rickert prouve que la propriete du point fixe Cquivaut 
a I’existence d’une moyenne invariante sur I’espace des fonctions bornees uni- 
formement continues a droite, condition qui caracterise la moyennabilite du 
groupe [Rickert 19671. Glasner precise que la moyennabilitt du groupe topologi- 
que G Cquivaut a I’existence d’une mesure G-invariante sur tout flot, i.e., toute 
espace compact sur lequel G opere continilment [Glasner 19761. 
La theorie de Gelfand associe a toute algebre de Banach (i.e., toute algebre 
complexe normee complete) commutative, l’espace vectoriel des formes lineaires 
multiplicatives continues sur l’algebre. Pour la topologie faible de dualitt, cet 
espace vectoriel, dit spectre ou espace de structure, est localement compact-et 
meme compact si I’algebre admet une unite. Dans ce dernier cas, I’algebre de 
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Banach est isomorphe a l’algbbre des fonctions continues sur le spectre, munie de 
la norme de la convergence uniforme. Via ce type d’identification Loomis Ctablit 
le resultat de Weil concernant la correspondance entre la moyenne sur l’algebre 
des fonctions preque periodiques d’un groupe topologique et l’integrale de Haar 
normahsCe pour l’espace des fonctions continues sur le compactifie [Loomis 
19531. Plus generalement, comme les espaces X consider-es constituent des 
algebres de Banach commutatives, les moyennes sur X s’identihent aux 
mesures de probabilitt definies sur le spectre et les moyennes invariantes cor- 
respondent aux mesures de probabilite invariantes. Cette correspondance est 
utilisee, par Rosenblatt notamment, en vue de comparer differentes moyennes 
invariantes et de determiner les cardinaux d’ensembles de mesures invariantes 
[Rosenblatt 19761. 
RESULTATS RECENTS 
Generalisation de celle des groupes localement compacts, la theorie des hyper- 
groupes conceme des espaces localement compacts sur lesquels les mesures bor- 
nees se composent par convolution. Spector prouve l’existence d’une mesure 
invariante sur tout hyperroupe commutaif [Spector 19781. 
Soit (X, p) un espace probabilise pour une mesure de probabilite p qui a la 
propriete de l’additivite finie et n’est pas atomique. Soit 7 une transformation 
mesurable de X preservant la mesure; si E > 0, une partie mesurable A de X est 
dite e-quasi-invariante par rapport a r si elle verifie une condition du type Folner 
p(A A 7-r (A)) < E p(A). Del Junco et Rosenblatt montrent que si un nombre fini 
de telles transformations engendrent un semigroupe, pour lequel il existe une 
moyenne invariante a droite sur l’espace des fonctions bornees, alors, pour E > 0 
don&, il existe une partie A qui est e-quasi-invariante par rapport a toutes ces 
transformations, avec 0 < p(A) < E [Del Junco et Rosenblatt 19791. 
Etudiant le probleme de Ruziewicz, Rosenblatt arrive a montrer que l’integrale 
de Haar normalisee est l’unique moyenne sur L”(T”) qui est invariante pour tous 
les automorphismes du tore T” de dimension n 2 2 [Rosenblatt 19811. Si n 2 3, 
toute forme lineaire sur L”(Iw”) qui est normalike sur la sphere unite et est inva- 
riante pour les isometrics ainsi que pour l’action (x1, x2, . . . , x,) * (x1 + x2, x2, 
. . . , x,) constitue l’integrale de Lebesgue normalisee sur la sphere unite. 
Soit H un groupe discret non moyennable d’automorphismes continus sur un 
groupe abelien compact G; H opbre sur le groupe dual G de G forme des homo- 
morphismes continus de G dans le tore T. Pour x E G;, soit H, le sous-groupe des 
elements de H qui laissent X invariant. Losert et Rindler prouvent que si tout H, (x 
E G) est moyennable, alors G n’admet pas de parties e-quasi-H-invariantes pour E 
C 2; l’integrale de Haar normalisee est l’unique moyenne H-invariante sur L”(G) 
[Losert et Rindler 19811. Le rcsultat s’applique a G = T2, H = SLQ,Z) et a fortiori 
a H = SL(2,[w). Se basant sur le travail de de1 Junco et Rosenblatt, Margulis 
prouve que l’integrale de Lebesgue normalisee est l’unique moyenne SL(n,R)- 
invariante sur L”(T”) pour n 2 3 [Margulis 19801. Par des considerations de 
proprietcs des groupes algebriques, il Ctablit que, pour n 2 4, I’intbgrale de Lebes- 
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gue normalisee constitue l’unique moyenne qui est SO(n + 1, lR)-invariante sur 
Lm(S,), S, &ant la sphere unite de dimension it. Sullivan apporte une reponse a la 
question de Ruziewicz pour des cas qui n’ont pas CtC resolus par Banach: Si II I 4, 
l’integrale de Lebesgue est l’unique mesure normalisee qui est definie sur les 
parties mesurables de la sphere S,, a la propriete de l’additivite finie et est inva- 
riante sous l’action du groupe des rotations [Sullivan 19811. Dans sa demonstra- 
tion Sullivan utilise des resultats de Rosenblatt et fait &at d’une collaboration 
avec Mycielski. 
De son c&C Talagrand qualifie une fonction reellefdefinie sur un groupe com- 
pact G d’etre mesurable au sens de Riemann si l’ensemble des points de discon- 
tinuite en est de mesure nulle, i.e., pour tout E > 0, il existe des fonctions gi , gz 
reelles continues sur G telles que gl 1f5 g2 et J (g2 - gi) < E [Talagrand 19811. 
Pour une telle fonction f, M(f) = J f quelle que soit la moyenne invariante a 
gauche M sur L”(G). La reciproque est fausse, Talagrand construisant une fonc- 
tion f qui n’est pas mesurable au sens de Riemann et est telle que, pour toute 
fonction g mesurable au sens de Riemann, M(fg) prenne une valeur constante 
quelle que soit M. 
Von Neumann a reduit le paradoxe de Hausdorff, Banach, et Tarski a l’etude de 
la nature d’un groupe de transformations. Si le groupe discret G opere affinement 
sur un ensemble compact convexe X, via la propriete du point fixe, la moyennabi- 
lit6 entraine l’existence d’une mesure de probabilite G-invariante sur X. Que peut- 
on dire de la reciproque &ant don& que, si X admet un sous-ensemble compact 
convexe de points fixes, toute mesure y definie est G-invariante, que G soit 
moyennable ou non? Signalons enfin une question soulevee par Wagon [ 198 11. La 
mesure de Lebesgue sur [w” peut-elle Ctre prolongee en une mesure sur toutes les 
parties de [w” qui a la propriete de l’additivite finie, est invariante pour les transla- 
tions, mais non pour les symetries? Plus generalement, si p est une mesure ayant 
la propriete de l’additivite finie et prolongeant la mesure de Lebesgue sur IF, que 
peut-on dire du groupe Inv ,u de toutes les isometrics qui laissent cr. invariante? 
Wagon prouve que si G est un groupe discret moyennable d’isometries de Iw”, 
alors il existe une mesure p admettant la propriete de l’additivite finie sur toutes 
les parties de [w” et prolongeant la mesure de Lebesgue telle que Inv p = G. Un 
sous-groupe G du groupe 0, des isometrics de [w” (n = 1, 2) laissant I’origine fixe 
est moyennable si et seulement s’il existe une mesure p ayant la propriete de 
l’additivite finie sur toutes les parties de R”, prolongeant la mesure de Lebesgue 
et telle que G co’incide avec le sous-groupe de 0, form6 des elements qui laissent 
la mesure p invariante. 
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NOTES 
1. Une analyse dttaillee des travaux de Lebesgue est Thomas Hawkins, Lebesgue’s theory of 
integration (New York: Chelsea, 1975). L’imbrication des travaux de Bore1 et Lebesgue avec le 
probleme de I’axiome du choix est d&rite dans [Moore 19831. 
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2. Une etude globale des groupes localement compacts moyennables est Jean-Paul Pier, Amenable 
locally compact groups (New York: Wiley, 1984). 
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